
Ëåêöèÿ 9
ÑÁÎ�ÊÀ, ÑÂßÇÜ Ñ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÌÈ ÑÕÅÌÀÌÈÏî ïîñòðîåííûì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìàòðèöàì æåñòêîñòè K(i) è âåê-òîðàì íàãðóçêè F (i) êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e(i) òåïåðü íåîáõîäèìî ñîáðàòüãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f).Îáùàÿ òåõíîëîãèÿ ñáîðêè áûëà îïèñàíà â ëåêöèè 5. Òàì æå è â ëåêöèè6 áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñáîðêè äëÿ ñëó÷àÿ îáûêíîâåííîãî äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëàãàþ, ÷òî èìåâøàÿ ìåñòî íåêîòîðàÿ íàðî-÷èòîñòü ïðîöåññà ñáîðêè â ýòèõ ëåêöèÿõ ïåðåñòàíåò âûãëÿäåòü òàêîâîéäëÿ ïðèìåðà, ðàññìàòðèâàåìîãî â ýòîé ëåêöèè.

1. ÏðèìåðÏðèìåíèì ïðîöåäóðû ñáîðêè K(f) è F (f) ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû óðàâ-íåíèé ÌÊÝ äëÿ çàäà÷è (8.1)�(8.3) â îáëàñòè Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ Ω îñóùåñòâëåíà ñîãëàñíî ðèñ. 2,ò.å. êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè e(i) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûåòðåóãîëüíèêè ñ óçëàìè â âåðøèíàõ. Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ è óçëîâ òàê-æå èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå N = N(h) = 6,
dimu(i) = 3, dimU (f) = 7. Ââåäåì íà êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ ëîêàëüíóþíóìåðàöèþ óçëîâ ñîãëàñíî ðèñ. 3. Ïîñêîëüêó âñå êîíå÷íûå ýëåìåíòû îäè-íàêîâûå, 115
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∂Ω2
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h 2h�èñ. 1
y

x�èñ. 2 �èñ. 3òî, â ñèëó (8.23), îäèíàêîâûìè áóäóò è èõ ìàòðèöû æåñòêîñòè,∗) à òàêæåè âåêòîðû íàãðóçêè ïðè f(x, y) = 
onst. Òàê êàê
l1 = h, l2 =

√
2h, l3 = h,

cos θ1 =
1√
2
, cos θ2 = 0, cos θ3 =

1√
2
, S =

h2

2
,òî, ñîãëàñíî (8.23), (8.22) ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ðàññìàò-ðèâàåìîãî ýëåìåíòà ñóòü

K(i) =
1

2




1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1


 , F (i) =

fh2

6




1
1
1


 . (1)Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû èíäåêñîâ L, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿèç ñîîòíîøåíèé (5.14), ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿóçëîâ íà ýëåìåíòàõ (ñì. ðèñ. 3) íà÷èíàåòñÿ ñ îñòðîãî óãëà, çàòåì èäåòïðÿìîé óãîë, à îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èçñêàçàííîãî è ðèñ. 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî

L =




1 3 7 4 6 7

2 7 3 5 7 6
7 2 4 7 5 1


 . (2)Ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ãëîáàëüíóþ ìàòðèöóæåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f).

∗)Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè óçëîâ.



1. Ïðèìåð 117Ïîñòðîèì K(f) è F (f). Èç (5.15) è (5.16) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ìàòðèöû
K(1) â K(f) è âåêòîðà F (1) â F (f) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ñòîëá-öà ìàòðèöû èíäåêñîâ (2) è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò
K(1)(1, 1) ïðèáàâëÿåòñÿ ê ýëåìåíòó èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà�îðìèðóåìîé ìàòðèöû K(f). (Çàïèøåì ýòî òàê: (1, 1) → (1, 1)), ýëåìåíò
K(1)(2, 1) ïðèáàâëÿåòñÿ ê ýëåìåíòó èç âòîðîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà
(2, 1) → (2, 1), à K(1)(3, 1) � ê ýëåìåíòó ñåäüìîé ñòðîêè ïåðâîãî ñòîëá-öà (3, 1) → (7, 1) è ò.ä. Ïîëíûé ñïèñîê ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
K(1) è âåêòîðà F (1) èìååò âèä:

(1, 1) → (1, 1) (1, 2) → (1, 2) (1, 3) → (1, 7) (1) → (1)

(2, 1) → (2, 1) (2, 2) → (2, 2) (2, 3) → (2, 7) (2) → (2)

(3, 1) → (7, 1) (3, 2) → (7, 2) (3, 3) → (7, 7) (3) → (7).Tåì ñàìûì, ìàòðèöà S(1)TK(1)S(1) è âåêòîð S(1)TF (1) èç (4.19), (4.20) ñóòü
1

2




1 −1 0 0 0 0 0

−1 2 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 1




,
fh2

6




1

1

0
0

0
0

1




,

ãäå â ïðÿìîóãîëüíèêè çàêëþ÷åíû ýëåìåíòû K(1) è F (1).Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ïðîöåññ ñáîðêè K(f) è F (f). Êàæäàÿ ÿ÷åéêà, îòâå-äåííàÿ íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ ýëåìåíòîâ K(f) è F (f) (èçîáðàæåíà æèðíûìèëèíèÿìè) ðàçáèòà íà øåñòü êëåòî÷åê, (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â Ω ), è âêëàä â
K(f) è F (f) îò K(i) è F (i) (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé 1/2 ó K(i) è fh2/6ó F (i)) èçîáðàæåí â ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòî÷êå, êîòîðûå ñîïîñòàâëåíûýëåìåíòàì e(i) ñîãëàñíî ðèñ. 5. Îïèñàííîìó âûøå ýòàïó ñáîðêè � âêëà-äó ýëåìåíòà e(1) � îòâåäåíû âåðõíèå ëåâûå êëåòî÷êè â êàæäîé ÿ÷åéêå, àýëåìåíòû K(1) è F (1) ðàçìåùåíû â òåõ èç íèõ, êîòîðûå èìåþò øòðèõîâêó.
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2

fh2

6

K(f) F(f)

�èñ. 47

6

5

4

3

2

1

7

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7

0 0 −1 −1 −1 −1 1 2 1 1 1 1

1 2 1 1 1 10 −1 −1 −1 −1 0

−1 0 1 2 −1 −1 11 1

11

1

1

11

11

1

1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

−1 1 0

0 1 2 −1 −1 −1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

1 −1 0



1. Ïðèìåð 119
4 5

2

6

1 3

�èñ. 5Âêëàä â K(f) è F (f) îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.Äëÿ âèçóàëèçàöèè ñáîðêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äàëåå âûïèñûâàòüòàáëèöû íîâûõ ïîçèöèé ýëåìåíòîâ K(i) è F (i). Ýòè òàáëèöû ñòðîÿòñÿ èçíàäëåæàùèì îáðàçîì ïîâòîðåííûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ
L. Íàïðèìåð, äëÿ ýëåìåíòà e(2) ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ òàáëèöû òàêîâ:

3
7

2

→
3 3
7 7

2 2

→
3 3 3
7 7 7

2 2 2

→
33 37 32
7 7 7

2 2 2

→

33 37 32
73 77 72

2 2 2

→
(3, 3) (3, 7) (3, 2)
(7, 3) (7, 7) (7, 2)

(2, 3) (2, 7) (2, 2)

.Åñëè ó íàñ âäðóã ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè
Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6, ñ òðèàíãóëÿöèåé è íóìåðàöèåé óçëîâ êàê íàðèñ. 7, òî â óæå ïîñòðîåííûõ K(f) è F (f) íóæíî ïðîèçâåñòè ëèøü

7

1 2 8

6 3

5 4

1

26

7

35

4

Ω

∂Ω1

∂Ω2

y

x

h

2h

h 2h�èñ. 6
y

x�èñ. 7íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ: óâåëè÷èòü ðàçìåðû K(f) è F (f) ñ ñåìè äî âîñüìèè ó÷åñòü âêëàä îò íîâîãî ýëåìåíòà e(7) . Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíà êàðòèíêà,ïåðåíåñåííàÿ ñ ðèñ. 4, ê êîòîðûé ïðèðèñîâàíû íîâûå ïîçèöèè äëÿ íîâûõ
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1

1

1
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0
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1
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1
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1. Ïðèìåð 121ýëåìåíòîâ íîâûõ K(f) è F (f). Âêëàä îò e(7) èçîáðàæåí ÷èñëàìè â êðóæ-êàõ, ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó, ïî ñðàâíåíèþ ñ (2),ñòîëáöó íîâîé ìàòðèöû èíäåêñîâ
L =




1 3 7 4 6 7 | 2

2 7 3 5 7 6 | 8
7 2 4 7 5 1 | 3


 . (3)Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




1 −1/2 0 0 0 −1/2 0 0

−1/2 2 0 0 0 0 −1 −1/2
0 0 2 −1/2 0 0 −1 −1/2

0 0 −1/2 1 −1/2 0 0 0
0 0 0 −1/2 3/2 0 −1 0

−1/2 0 0 0 0 3/2 −1 0

0 −1 −1 0 −1 −1 4 0
0 −1/2 −1/2 0 0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
K(f)




u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

u8




︸ ︷︷ ︸
U (f)

=
fh2

6




2

3
3

2
2
2

6
1




︸ ︷︷ ︸
F (f)

.

(4)Îñòàëîñü "ñíÿòü �ëàæêè". Äëÿ ýòîãî íóæíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ. Èç ðèñ. 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî óçëû ñ íîìåðàìè 4, 5 è 6 ïðèíàäëåæàòó÷àñòêó ãðàíèöû ∂Ω1, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, ò.å.ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òåì ñàìûì, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ â(4) (èìåííî, ÷åòâåðòîå, ïÿòîå è øåñòîå) íåïðàâèëüíûå è äîëæíû áûòüîòáðîøåíû, à íåèçâåñòíûì u4 , u5 è u6 ïðèïèñàíû çàäàííûå íà ∂Ω1 çíà÷å-íèÿ. Òàê êàê ïî óñëîâèþ u íà ∂Ω1 ðàâíÿåòñÿ íóëþ, òî è u4 = u5 = u6 = 0,÷òî ñîîòâåòñòâóåò âû÷åðêèâàíèþ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðèöû K(f) ÷åò-âåðòîãî, ïÿòîãî è øåñòîãî ñòîëáöîâ. Íà ∂Ω2 çàäàíû îäíîðîäíûå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà. Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè. Áîëååòîãî, îíè íå âíîñÿò âîçìóùåíèé íè â áèëèíåéíóþ �îðìó a(u, v), ïîðîæ-äåííóþ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, íè â ëèíåéíóþ �îðìó l(v), ïîðîæäåííóþïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (8.1). Òåì ñàìûì, íèêàêèõ èçìåíåíèé â ìàòðè-öó K(f) è âåêòîð F (f) ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âíîñÿò, è îêîí÷àòåëüíûéâèä ñèñòåìû óðàâíåíèé òàêîâ:
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


1 −1/2 0 0 0
−1/2 2 0 −1 −1/2

0 0 2 −1 −1/2
0 −1 −1 4 0
0 −1/2 −1/2 0 1







u1

u2

u3

u7

u8




= fh2




1/3
1/2

1/2
1

1/6




. (5)
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè áû íà ∂Ω2 èëè íà åå ÷àñòè ∂Ω′

2 ⊂ ∂Ω2 âìåñòî îä-íîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà áûëî çàäàíî íåîäíîðîäíîåãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà, ò.å. óñëîâèå
∂u

∂n
+ κu = g, (x, y) ∈ ∂Ω′

2,òî ýòî âíåñëî áû âîçìóùåíèå è â áèëèíåéíóþ �îðìó (8.5) è â ëèíåé-íóþ �îðìó (8.6). Èìåííî, íîâàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà, îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç
a1(u, v), èìåëà áû âèä

a1(u, v) = a(u, v) +

∫

∂Ω′

2

κuvds,à íîâàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà �
l1(v) = l(v) +

∫

∂Ω′

2

gvds,ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ (8.5) è (8.6). Ýòè âîçìóùåíèÿ äîëæíû áûëèáûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå ïðè "ñíÿòèè �ëàæêîâ" ó K(f) è F (f).Ïóñòü, íàïðèìåð, Ω òàêîâà, êàê íà ðèñ. 6
∂Ω′

2 = [(x, y)|y = 0, 0 < x < 2h],à κ è g ïîñòîÿííûå. Òîãäà âîçìóùàþùèå äîáàâêè îòðàçÿòñÿ íà ìàòðèöàõæåñòêîñòè è âåêòîðàõ íàãðóçêè ïåðâîãî è ñåäüìîãî ýëåìåíòîâ (ñì. ðèñ. 7).Èìåííî, ê ìàòðèöàì è âåêòîðàì ýòèõ ýëåìåíòîâ (1) äîáàâÿòñÿ ìàòðèöû



2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè 123
K(1)

κ =

∫ h

0

κ




ζ1(x, 0)

ζ2(x, 0)
ζ3(x, 0)


 [ζ1(x, 0) ζ2(x, 0) ζ3(x, 0)]dx =

= hκ




1/3 1/6 0
1/6 1/3 0

0 0 0


 = K(7)

κè âåêòîðû
F (1)

g =

∫ h

0

g




ζ1(x, 0)
ζ2(x, 0)

ζ3(x, 0)


 dx = gh




1/2
1/2

0


 = F (7)

g .Ñ ó÷åòîì (3) ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü äîáàâ-ëåíà ê K(f), åñòü
hκ

6




2 1 0 0 0 0 0 0

1 4 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 2




,

à ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð, êîòîðûé äîëæåí áûòü äîáàâëåí ê F (f), �
gh

2
[1 2 0 0 0 0 0 1]T .2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìèÏîñìîòðèì íà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñò-íûõ ñõåì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âèä áîëüøèíñòâà óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìûòåñíûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ âèäîì îáëàñòè Ω, ìîæíî óñìîòðåòü è îáùèåçàêîíîìåðíîñòè. Ïåðåõîä îò îáëàñòè Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ê îáëà-ñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6, ïðèâåë ê âèäîèçìåíåíèþ âòîðîãî è òðåòüåãî



124 Ëåêöèÿ 9óðàâíåíèé (ñì. ðèñ. 8). Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî óçëû ñ íîìåðàìè 2 è 3ÿâëÿþòñÿ óçëàìè íîâîãî (ñåäüìîãî) ýëåìåíòà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åùåáîëüøåå ðàñøèðåíèå îáëàñòè Ω ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ âñåõ óðàâ-íåíèé ñèñòåìû (4), çà èñêëþ÷åíèåì ñåäüìîãî: â îòëè÷èå îò óçëîâ 1 � 6 è 8óçåë ñ íîìåðîì 7 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü (áåç èçìåíåíèÿ òðèàíãóëÿöèè)íèêàêèì êîíå÷íûì ýëåìåíòàì, êðîìå òåõ, êîòîðûå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ðèñ. 2 ðàññìàòðèâàòü âñåãî ëèøü êàê �ðàãìåíòòðèàíãóëÿöèè êàêîé-ëèáî îáëàñòè, òî óðàâíåíèå ñ íîìåðîì 7 èç (4) âñåðàâíî áóäåò èìåòü òîò æå âèä. Âûïèøåì ýòî óðàâíåíèå îòäåëüíî
−(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 = h2f. (6)Óçëû, çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû ïðèíàïèñàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 9
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x�èñ. 9Åñëè (x, y) - êîîðäèíàòû ñåäüìîãî óçëà, òî êîîðäèíàòû âòîðîãî, òðåòüå-ãî, ïÿòîãî è øåñòîãî ñóòü (x, y−h), (x+h, y), (x, y+h), (x−h, y). Ïîäåëèìóðàâíåíèå (6) íà h2 è ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ui = uh(xi, yi). Áóäåìèìåòü
− uh(x + h, y) − 2uh(x, y) + uh(x − h, y)

h2
−

− uh(x, y + h) − 2uh(x, y) + uh(x, y − h)

h2
= f.Íî ýòî óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (8.1). Ââîäÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ



2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè 125äëÿ ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé
vx =

v(x + h, y) − v(x, y)

h
, vx̄ =

v(x, y) − v(x − h, y)

h
, vx̄x = (vx̄)x (7)è ò.ä., âûøåïðèâåäåííîå óðàâíåíèå çàïèøåì òàê

−(uh
x̄x + uh

ȳy) = f. (8)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.1) ïî-ãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (8.1) óðàâíåíèåì (8) â òî÷êå (x, y)åñòü âåëè÷èíà O(h2).Ïîìèìî ñåäüìîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ è óðàâ-íåíèå ñ íîìåðîì 2. Ýòî óðàâíåíèå òàêæå áóäåò îêîí÷àòåëüíî ñ�îðìèðî-âàíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó÷àñòîê ãðàíèöû ∂Ω2 ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîìïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç óçëû 1, 2 è 8. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä
−1

2
u1 + 2u2 − u7 −

1

2
u8 =

h2f

2
. (9)Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ (9) èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ â óçëàõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 10. Ïóñòü (x, y) � êîîðäèíàòû

• • •

•

1 2 8

7

x

�èñ. 10óçëà ñ íîìåðîì 2. Òîãäà êîîðäèíàòû óçëîâ 1, 7, 8 ñóòü (x−h, y), (x, y+h)è (x + h, y) . Ïîäåëèì óðàâíåíèå (9) íà h è ïåðåïèøåì â âèäå
−uh(x, y + h) − uh(x, y)

h
− h

2

uh(x − h, y) − 2uh(x, y) + uh(x + h, y)

h2
=

h

2
f.Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (7) áóäåì èìåòü

−uh
y −

h

2
uh

x̄x =
h

2
f. (10)



126 Ëåêöèÿ 9Óðàâíåíèå (10) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöè-åé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3) äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (8.1), êîãäà ∂Ω2 îá-ðàçîâàíà îòðåçêîì ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îò Ox, à íàïðàâëåíèå íîðìàëèê ∂Ω2, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Ω, ïðîòèâîïîëîæíî îñè Oy. Îñòàëüíûåóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçíîñòíûå àï-ïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3), îäíàêî îíè ìåíåå ïîó÷èòåëüíû ïîñðàâíåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íàìè óðàâíåíèÿìè 2 è 7.3. Óïðàæíåíèÿ1. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííî-ãî íà ðèñ. 3, ïðè óñëîâèè, ÷òî óçëû ïðîíóìåðîâàíû, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíûïðÿìîãî óãëà.à) Âûïîëíèòü çàäàíèå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.á) Ââåñòè ìàòðèöó èíäåêñîâ, ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíò èç ðèñ. 3 (âìåñòåñ íóìåðàöèåé óçëîâ) êàê èñõîäíûé, à íîâûé ýëåìåíò (ýëåìåíò ñ íîâîéíóìåðàöèåé óçëîâ) êàê ÷àñòü êîìïîçèöèè.2. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ïðàâèëüíîãî òðå-óãîëüíèêà. Íàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðè òàêîé òðèàíãóëÿöèè.(Àíàëîã óðàâíåíèÿ (6))3. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3)óðàâíåíèåì (10).4. Íàïèñàòü àíàëîã óðàâíåíèÿ (10) äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðå-òüåãî ðîäà.5. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (8.1) ðàçíîñò-íûì óðàâíåíèåì èç óïðàæíåíèÿ 2.6. Âûïèñàòü àíàëîã ñèñòåìû (5) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ∂Ω1 çàäàíî íåîä-íîðîäíîå óñëîâèå: u|∂Ω1
= u0 = 
onst.7. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííîãîíà ðèñ. 3, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå èç óïðàæíåíèÿ 8.5. Ïîêàçàòü,÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ −∆u + ∂u/∂x = f , àíàëîãîì óðàâíåíèÿ(6) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

−(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 +
h

6
(−u1 + u2 + 2u3 + u4 − u5 − 2u6) = h2f.
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